Приложение цепных дробей к вычислению бета-функции by Корнилов, В. Е.
И З В Е С Т И Я
ТОМСКОГО ОРДЕНА ОКТЯБРЬСКОЙ РЕВОЛЮЦИИ И ОРДЕНА ТРУДОВОГО
КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА им. С. М. КИРОВА
Том 226 1976
П Р И Л О Ж Е Н И Е  Ц Е ПНЫХ Д Р О Б Е Й  К В Ы Ч И С Л Е Н И Ю 
БЕТА-ФУНКЦИИ
В. Е. КОРНИЛОВ
(Представлена кафедрой высшей математики)
В статье рассматривается вопрос о приближенном представлении 
бета-функции суммой двух подходящих дробей известной цепной дроби
[ п .
1. Известно, что функция
O O  ( у \
F (a, I;+, -z )  =  У  +  (-z)«, 12 1 <  1, т +О, -1 ,  (1)
U t  (T)k
где
{ а ) к  =  а( -)  1)... (а +  к 1), ( а ) о =  1 (2)
выражается посредством интеграла [2], стр. 308,
к ,  , ч ( T - I ) Z 1- I  f  t W d t  ^  , ,Q4F (a,  I ; т;  — z) m  — ; г  т г - т : — - т  >  1. (3 )(1 +  г)а—1+1 J  (I -f- t y ~ a
о
представляется в виде цепной дроби [1], стр. 320.
1F (а, 1; у; — г) =
I + “ , к ( у - а  +
т +  • * • i----------------------
Г +  2к +  • • • (4)
Бета-функция может быть выражена посредством гамма-функции
[3j ,  стр. 28,
В(х, г/) = Г ( х ) Г ( г / )  :Г(х+г/> (5)
и представляется функциональным рядом [2], стр. 291,
, . ,  +  I; (6)
Р яд  (6) для вычисления бета-функции мало пригоден ввиду его 
медленной сходимости.
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Д ля вычисления бета-функции представим ее в виде суммы двух 
рядов [4], стр. 112:




Каждый из рядов правой части равенства (7) представляется цеп­
ной дробью (4). Вычислим несколько подходящих дробей цепной дро­
би (4):
3) i l l 2 +  (7 ~~ а) 2 в [т)з_4 (т 4- I) [(^ +  2) (у 2) +  4] z в
(T)2 +  7 ( а + 1 ) 2  ’ (т)з +  2 (y)2 (а +  I ) Z +  7 (а)2 Z2
(Т)4 +  (Т +  1)г [(а +  4) (у — 3) +  1 2 ]+  +  2 (у — a)2z 2 ^
(7)4 +  2 (rJ)3 (а  +  2 ) z +  (7)0 (а -f- I  )2 Z2 
(Т)5 +  2 (Т +  1)3 [(а +  3) (Т -  2) +  6 ] Z +
( 7 ) 5  "ТО 3 ( 7 ) 4  (а -j- 2) Z +  3 ( y )3 ( а  -f- 1)2 z 2 +
4~ [3 ( а  4- 2) (у -{- 1 )2 ( 7  — З а )  +  ( а ) 2  (т +  2)з] Z 2 _ 
+  ( 7 )2 (а )з 23
Суммируя последовательно подходящие дроби (3) — (6),  согласно 
равенств (7) и (8), мы получим следующие дробно-рациональные при­
ближения бета-функции:
в  ( х ,  у )  =  3) S I  StУ +  2 ) TO2 +  </2 +  5*  +  5ÿ  +  4)





22-*—у (Х _[_ (Х _|_ у _|_ 4) ( х г _[_ у2 +  д. 9у +  16)______
( * > 2  (У)2 И* ~  У)2 +  9 х  — 7 у  +  16] [(х — у)2 +  9у — 7х  +  16].
+  М * .  у);
(Z)2 (г +  4) {[(z3 +  9z +  18)2 -  4z2] -  +  35z +  57) +  3
2Z~ 2(X)3 (у )8 [(x  — у )2 +  13х -  I Iy +  36] [ ( х - у ) 2+  13у - 1 l x + 3 6 ]
+  Гъ (x ,  у(9)
6) 3 • 22~ г (Z )8 (г +  6) { [ ( г 2 +  13г +  38)2 -  4г2] -
(-х)з (у)з [36 — (х — г/)2] [(х — у)2 +  15х 
-  ху (4г2 +  51 г 4- 137) +  Зх2у2}
— 9 у +  38] [ (x  -  у )2 +  15у -  9х +  38]
+  M x ,  У); где z =  x +  у.
В случае х =  у  оба слагаемые равенства (7) подобны, и приближе­
ния бета-функции будут проще:
( В (x, je ) '=  6) (* +  3 ) ( 2 х  +  1) ( х8 +  27х +  38) +  
j 3 -2 2-*-1 ( х ) 3(Зх +  19) г  вѵ . у,
7) (2х +  1 ) [(х +  3)2 ( X2 +  47х +  66) +  12х (х  +  1 )] „  .
3 -22*+1 (х)4 (х  +  11)
Н аряду с приближениями бета-функции, согласно формул (9),  
можно дать общий вид суммы подходящих дробей для бета-функции
[5], стр. 23:
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2 с " + т ( - і ) т
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{ у  j T К j T I )/74 т  ( 1 — х)
(1 •£. +  ^)/7 + 1 (#)/77+1
+  G k + i (x , ÿ). (1 2 )
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/ 7 = 0
2. Остаточный член гп (х ,у )в правой части равенств (11) и (12) 
может быть представлен в виде суммы двух бесконечных функциональ­
ных рядов типа Лейбница [6], стр. 12, поэтому \гп (х,у)\  меньше сум­
мы абсолютных величин двух слагаемых (по одному первому слагае­
мому из каждого функционального ряда):
’ I Га* Y ,  У)I С к! (X +  у )к 2 ' - х-УX l
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0 < Х < 3 ,  0 < у < 3 ;  AT =  2 , 3 , . . .
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0 <  X <  3, 0 <  у< 3; K = I ,  2, ... 
В случае х = г /  получим:
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3. Составим таблицу относительных погрешностей для бета-функ­
ции в том случае, если для ее вычисления применить 6-е приближение 
равенств (9) (0,0000074 =  0,057 4 ) .
Т а б л и ц а  1
4 X  У
X  V.
2 ,1 2 , 3 2 , 5 2 , 7 2 , 9
2 , 2 0 ,0 5 7 4 0 ,0 * 1 2 0 ,0 *1 7 0 ,0 * 2 0 0 ,0 *1 3
2 , 4 0 , 0 4 4 0 ,0*16 0 ,0 * 2 0 0 ,0 *2 0 0 , 0 4 4
2 , 6 0 ,0 *1 9 0 ,0 * 2 0 0 , 0 421 0,0*21 0 ,0 *1 6
2 , 8 0 ,0 *1 7 0 ,0 * 1 8 0 ,0 *1 9 0 ,0*18 0 ,0 * 1 4  V
Применяя формулу (10, 6), вычислим бета-функцию при х = у = 2,5:
1,639




В (2,5; 2,5) =  —  * =  0,07363108., 
128





< 0 ,0 00017 .
Применяя 6-е дробно-рациональное приближение бета-функции 
при изменении переменных х  и у  на отрезке [2, 3], можно вычислить 
бета-функцию с относительной погрешностью
I ô ^ |  < 0 ,00003 .
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